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Die Bestimmung von Energiehyperfliichen mehratomiger Systeme
nach einer Interpolationsmethode
mit Hilfe der Vorstellung der Atomassoziationen

II. Die Methode
Von

H. PrEUss*

Es wird ein Ansatz fir die Energiehyperflichen & von mehratomigen Systemen angegeben,
wobei die Anzahl der Zentren beliebig sein kann. Die im Ansatz stehender Parameten konnen
durch Forderungen an & bestimmt werden. Es wird dabei gezeigt, dall alle sich aus der Vor-
stellung der Atomassoziationen ergebenden, sowie aus anderen physikalischen Gegebenheiten
(Bindungsabstinde, Bindungsenergien, Kraftkonstanten und Energieverlauf bei sehr kleinen
und groBen Kernabstinden) folgenden Forderungen an & bei diesem Ansatz nur zu linearen
Gleichungen in den Parametern fiihren.

Es werden die entsprechenden Gleichungen angegeben und die Moglichkeiten diskutiert,
die sich aus diesem neuen Ansatz fir die theoretische Chemie ergeben.

A formalism is given for the potential energy surfaces & of systems of many atoms. The
number of centers is unrestricted. The parameters in this formalism can be determined by
imposing certain conditions on &. It is shown that all conditions which arise from the theory
of associated atoms as well as from physical facts (as bond lengths, binding energies, force
constants and the energy function for very small and very large nuclear distances) lead only
to linear equations for these parameters in this formalism.

The equations are given here and the possibilities which arise in theoretical chemistry by
this new formalism are discussed.

Une formule est donnée pour la surface énergétique & de systémes a n’importe quel nombre
d’atomes, dont les parameétres peuvent étre déterminés par des prescriptions sur &. Nous
montrons que toutes les conditions dérivant d une part de la théorie des associations d’atomes,
d’autre part des données physiques (distances et énergies de liaison, constantes de force et
courbes d’énergie & trés petites ou trés grandes distances internucléaires) ne conduisent qu’a
des équations linéaires pour les paramétres. Ces équations sont données, et les possibilités
que ce formalisme préte & la chimie théorique, sont discutées.

1. Die allgemeinen Formeln
Vor einiger Zeit wurde vom Verfasser ein Ansatz fir die Potentialkurven &
zwelatomiger Systeme a, b angegeben [2], der eine groBe Anzahl von Forderungen
zu erfiillen gestattet, wobei die dadurch auftretenden Bedingungsgleichungen fiir
die in & befindlichen Parameter in linearer Form erhalten wurden. Der Ansatz
hatte im einzelnen die Form
Ze Zy ZaZv

&= &(c0) +[E(0) — &(o0)]8 (Rw) + - = B (Bar) +

1
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mit
1+ ”‘51 Cj sz
S (Bgp) = ——22 . (1a)
1+ X d; wa
=1
Die Forderungen an & lassen sich in folgender Weise angeben:
& (RY)) = Bap -+ & (o) (2a)
8¢ |
< = 2
aRab Rig) ( b)
2E |
‘a - sz Rig]) = kab (20)
E(Ra) = 3 - 18 (c0) ; (Bap>1 5 >0 (24
j=3' “Yap

E(Ryp) =E(©0) + B, R +~E, RS, +--- (Bap< 1) . (2e)
Dabei bedeuten: Ry, = Kernabstand der Atome a,b; (Gleichgewicht bei
BY)
Zg, Zy = Kernladungszahlen der beiden Atome

& (o0) = Energie der getrennten Atome
E(0) = Energie des ,,vereinigten Atoms® (Atom mit der Kernladg. Z, + Z)
By = Bindungsenergie

kap = Kraftkonstante der Bindung } wenn Bindung vorhanden

Nach Vorgabe der GréBen E (0), & (o), Za, Zp, Bap, kav, €5 (G =17, § +1,++)
und By (p=2,3,--+) kénnen die ¢; und d; in (1a) aus linearen Gleichungen er-
halten werden, wobei m in (1a) so grol gewahlt werden soll, daB die Auflssung
dieser Gleichungen eindeutig ist. Liegt keine Bindung vor, so entfallen natiirlich
die GréBen Byp und kgp. In diesem Falle kénnten noch einige Parameter in (1a)
offengehalten werden, die an Streuexperimenten justiert werden kénnten.

E (Rgp) in (1) stellt die reine Elektronenenergie dar. Die Darstellung der Ge-
samtenergie & auf der rechten Seite von (1) folgt exakt aus der Schrédinger-
gleichung. Die Darstellungen (1) und (la) erlauben eine Verallgemeinerung auf
eine beliebige Anzahl von Zentren. Um das zu zeigen, schreiben wir zuerst den
Ansatz (1) (1a) in der Form

ZaZiy
&=F -+ = (3)
mit
M
X o Ri
B0 (g = 1) . (3a)
X oc; Ri
=0

Der Ubergang zu (1) (1a) 1aBt sich leicht mit Hilfe der im Teil T dieser Arbeit dar-
gelegten Vorstellungen der Atomassoziationen vornehmen. Danach ist

E (0) = & (ab); E(0) =& (c0) =& (a | D) , (4)

und wir erhalten aus (3a)
xg = & (ab) (5a)



364 H. Prevss:
X =6@lb) . (5b)
2974

Ziehen wir (5b) von (3a) ab, so erhalten wir

i"l' [oi—& (@]b) x;] RI
E=¢6@|b) +=

7 (6)

1+ X oy B
P

GL. (6) geht in (1) (1a) iiber, wenn in (6) der erste Koeffizient im Zahler vor die Sum-

me gezogen wird. Der Zusammenhang zwischen den ¢; und d; und den o; und o;

ergibt sich dann in folgender Weise:

rg, aj_éd(alb)o‘;_ . .
(X]'~—d] H e?(a,b)——(f(a]b)ﬁc? s (7>0) . (7)
Liegen N Atome (Zentren) vor, so gilt an Stelle von (3) exakt

o I A Zin
§=0+ ;1;1 psit1 Bap

mit ¥ als Elektronenenergie des Systems. Da die Translations- und die Rotations-
bewegung des gesamten Kerngeriistes keine Anderung von & und E hervorrufen
kann, héngt & (und auch ) nur von 3 N — 6 = F Koordinaten ab. Die Wah! dieser
Koordinaten ist noch frei. Wir wollen hier von den (§) Kernabstinden R, F
herausgreifen (bei linearer Anordnung der Zentren betrigt # = N — 1). Fir N = 2,
3 und 4 ist somit F mit der Anzahl aller Kernabstinde identisch, wie die folgende

Figur zeigt.

=E+W (8)

a
N=2 V=3 N=4
o —-y 4 1/ d 1/
F=1 =3 F=¢
c
Fig. 1

Ist N > 4, so kénnen (§) — F Kernabstdnde durch die anderen ausgedriickt
werden, wie in Fig. 2 angedeutet, wenn N = 5 [F = 3N — 6 = 9; (§) = 10].

Fiir noch groBere Anzahlen von
Zentren wird man versuchen, die F
Kernabstinde moéglichst symme-
trisch beziiglich der Kernkonstella-
tion des Grundzustandes im Molekil
zu verteilen. Ein Beispiel in Fig. 3
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zeigt den Fall N = 12 mit F = 30, [(§) = 66], der auch das Benzol und dhnliche
Verbindungen einschlieBt. Die tbrigen 33 Absténde kénnen durch die in Fig. 3
verwendeten ausgedriickt werden. Einige Beispiele, die Verbindungsgeriisten aus
der organischen Chemie entlehnt sind, enthilt Fig. 4.

N=1¢6
F=12
(=1
Fig. ¢
Die Verallgemeinerung von (8a) mit (3a) nehmen wir in der Form (xggq... = 1)

v i f

7 prtxfl"'fFRll"'RFF
o fiiee
¢ = [m] , ; ; +/1
.;tfplel'“fF'Rlln'RFF

)
L
4%

ZpZy
Y1 Bau

i~

— B+ W (9)

)

il

1 p=
f1

vor, wobei die Summe bedeutet, daBl f; von 0 bis M; lduft (j = 1- -+ F). Dieser An-
satz besitzt nach wie vor alle Vorteile von (3a), d. h. alle entsprechenden Forde-
rungen, die man aus (2) durch Verallgemeinerung auf N > 2 erhilt, fithren bei der
Bestimmung der o« und o’ auf lineare Gleichungen !

Die R; stellen die F Kernabstinde dar, die man aus den (§) By, (A, u = 1-++N)
ausgewdhlt hat, wie wir in den Figuren erlduterten. Dall bei den Forderungen
lineare Gleichungen in den & und «’ auftreten, kann man auf folgende Weise ein-
sehen: Handelt es sich um ein stabiles Gebilde mit N Zentren, wobei die Gleich-
gewichtsabstinde mit R - - - R bezeichnet sind, so treten an Stelle von (2a) (2b)
und (2¢) die Forderungen

ERD) =B +E@|ble|-|N) (10a)
08l _ . S

AL G=1-"F) (40b)
¢ ,

% o G=1-F) . (10¢)

RO steht fiir die Gesamtheit aller R (i = 1---F). Die Kraftkonstante %; ist
beziiglich der Koordinate R; definiert. In (10a) haben wir fiir die Energie der ge-
trennten Atome die Bezeichnungsweise fiir die entsprechenden Atomassozia-
tionen verwendet, wobei B diejenige Energie bedeutet, die das System gegeniiber
€ (a|b]|c|--+| N) gewinnt, wenn es in die Gleichgewichtskonstellation iibergeht.
Die Bildungswirme wird aus B erhalten, wenn dieses durch die Energie der Null-
punktsschwingungen korrigiert wird.
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Aus (10b) erhdlt man

96 _eP| 1 8@ E®™ , ew| "
OR: | p®  OR: |g®Q(R®) R |gOQ(RO®) ' &R: | 5O
wenn man abkiirzt
éa:§+WZE+W ; @>0) . (12)
Aus (11) folgt weiter
533;‘); 5 :—J?i g0 & RO+ :TV;:Q(W)) =0, (13)

woraus folgt, daB sich die Bestimmungsgleichungen fiir die « und «' linear er-
geben, wenn R und E (R®) vorgegeben sind ; dabei ist

E(RO) = E(RO) + W (RO®) = B+ E@]|b|c| - |N) . (14)
Die Forderung (10c) ergibt

7 oP 1 0Q E ow
SAt Tk R IR 1o
und es folgt weiter daraus
1 &P 8P 1 2Q 22Q B 2Q E 29
QPR |g®  OR: 2 0Ri |q® oR: Q |g® ' 2R Q7 8R: |g®
Q@ 1 ¢F oW
T %R Q 0k |50 T R | qo =k . (15a)
Nach Einsetzen der Beziehung (11) und wegen
o8 J ow
R |g®  @R:i|q®’ (16)
geht (15a) iiber in
*P 1 ‘ o2Q F oW o 1 ?iH’ .
PR O g R Q |q® | ok 0R: @ |q® | 0R |gO
20 10W
OR: Q OR: | 5O ki (17)

so daB wieder, nach Multiplikation mit  (R®), lineare Gleichungen in & und «’
erhalten werden:

32w

asz 9% oQow
# 0 oR?

AR g R | @ 8R: 9R:
i i

@ o = RkQMARO) . (18)

R(®

2. Die Bestimmungen der Parameter ¢ und o’

Nachdem wir gezeigt haben, daB sich im Bindungsfalle nach (13) und (18)
lineare Gleichungen fiir die « und &' in (9) ergeben, wollen wir weitere Forderun-
gen an (9) diskutieren.

In (1) war der Ansatz fiir £ schon so gewdhlt, dafl fir R —0 und B — oo die
richtigen Energien fiir das vereinigte Atom und fiir die getrennten Atome resul-
tierten. Fiir den allgemeinen Ansatz ergeben sich daraus weitere Forderungen an
die « und «’, indem sich fiir die Grenziiberginge zu den Atomassoziationen die
entsprechenden Energien ergeben sollen. Wir kdnnen jetzt an die Uberlegungen
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im I. Teil dieser Arbeit ankniipfen. Danach muf} gelten

lim E = & (K) ; (K =1--Ay). (19)
[K]
Aus (9) folgt nach Anwendung von (19), daB der Zusammenhang
1~ & (K) (20)
*[K]

vorliegt, wobei «xy dasjenige o ...z bedeutet, bei dem die f; die folgenden
Werte haben:

0 wenn E; —0

f1= beim Ubergang nach [K] . (21)

M; wenn R; — oo
Auf diese Weise sind Ay Parameter in (9) linear mit den Energien der Atomasso-
ziationen verbunden.

Jeder Ansatz nach (9) fiir N-Atome ist charakterisiert (neben &) durch die
Angabe der M, - - - My. Die mathematische Form von (9) ist von der Anzahl der
Atome unabhiingig. Wenn wir im folgenden die Verallgemeinerungen der Forde-
rungen (2d) und (2e) besprechen wollen, so geniigt es, die Gleichungen fiir einen
Satz der M; (j =1---F) herzuleiten. Beziiglich dieses Satzes teilen wir die F
Kernabstinde in zwei Gruppen von je FP und FE? R;, ein, wobei jeweils
diejenigen Kernabstinde zusammengefaf3t werden, die beim Ubergang zur Atom-
assoziation [K] verschwinden (FQ) oder nach unendlich gehen (FG.

Ry« Ry RFﬁ?i,l . RF},?) 4 #E9

0 > ; (PR +FR7 =) . (22)
j j —~ o0

F Kernabstande

Im Sinne der Gln. (2d) und (2e) stellen wir daher jetzt verallgemeinert die Ener-
gie wie folgt dar

. 75{0) - (K) _-(/F(D)—}—l —y
|- DI 158, Rn...RE 4 \ e kLR (23)
- s gp(0) 71 (Y L () IRy o y
g 05‘&?) 9 Ff{) F%) ng?)-i-l- oy ‘qPK 11 IE ng)-f-l F

wenn die Kernabstdnde schon hinreichend klein bzw. gro sind. Die letzte Vor-
aussetzung ist wichtig, da andererseits die Wechselwirkungsglieder zwischen den
sich entfernenden und zusammengehenden Systemen (Atomen) nicht vernach-
lissigt werden diirfen, wie das in (23) der Fall ist.

Die g; sind ganzzahlig und laufen von Null ab nach positiven Werten. Es mufl
sein

B+ =6(K) . (23a)

Ohne Binschrinkung ihrer Bedeutung kann Gl. (23) erst nach dem Ubergang
R —0 (j=1---F%) oder nach B; —oco (j=FQ + 1,---F) verwendet wer-
den. Wir haben dann jeweils nur eine der beiden Summen zu betrachten, wobei
die andere in (23a) Null gesetzt werden muB!

Nach einem der beiden Ubergiinge tritt in (9) FP oder F G an Stelle von ¥,
und wenn die Indizes der & und &' nach (22) geordnet werden, so treten in (9)
danach nur noch die Parameter
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Con--0 1604301 =Bia’ 16 3 (Ej - 0) (24a)
(j=1-FQ)
oder
%y D MO g1 Mp = /3.%'0')'/17‘(,?) ; (B ~ oo)

(G = FQ 41, F)(24b)

auf. Entsprechend sind die % und 8" zu bilden. Wir haben also nach den Uber-
géngen, die jeweils an der Seite angegeben sind,

7 #(00)
Z ﬂ fFfKoo) _R{l oo R'FR

f1* fF( 00) i
E = [M] 5 (B; ~0) (252)
} 109
f( )ﬁ(?) fF(OO)'Rfl...R:(Iéo) (j:i"'F%))
" K
fioe. RIFD
fr Zf(o) B ipt0 B RF&?’
B = o (B —~ o0) - (28b)
o0)!
) 2(0)13( o Rh ... R;ﬁ) G=FQ+1---F)

Wir beziehen uns im folgenden auf eine der Darstellungen, wobei die Anzahl der
Kernabstinde F' betragt, und wollen zuerst den Zusammenhang zwischen % in
(23) und den Parametern § und ' besprechen.

Durch Koeffizientenvergleich erhélt man aus (25b) die folgenden linearen
Gleichungen in £ und g

ﬁ;?o}fpl = hl-ZhF; Ef]“hp Tahg, * fp:—hpl /3520’)‘; ©f f2 (26)
wobei in der Summe
By=0cfy 5 (=10 F) . (262)
Fiir den Verlauf von £ fiir B; — co (j = FQ + 1+« - F) dividieren wir in

Z .3(0) o Bl B
E = ; (B; ~0) (27)

[M
(0)! .. plE .
2 BRY.s, Bl -RE (G=1--+-FP)
f1"'.fpl

Zihler und Nenner durch RM'- .. %" und erhalten, nach Setzen von

==, (28)

die Gl. (27) in der Form

Z ﬁ«» i cin P e —Ipr
fi"
E = : (29)

Mror—]
Z ﬁ]({’)'fw Yilll—fl . YF/F, g
fi- 'fFl

Wir kénnen jetzt wieder wie im E-Verlauf fiir £; — 0 vorgehen und erhalten die
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Bedingungsgleichungen
(0) - ¥ )
ﬁff ‘ 'fp/ - h,l-%‘hF, ehrfn hofay vt hFI_/FI ﬁhl' * 'hpl (30)
mit

by =1 My ; (G=1---F)y . (30a)

3. Die Bedeutung des Ansatzes

Bei der Bestimmung der x und «' in (9) kénnen neben den Bindungsabstinden,
der Bindungsenergie und den Kraftkonstanten alle Energien & (K) der im System
moglichen Atomassoziationen verwendet werden. Daneben ist in den GréBen E
und e der Energieverlauf fir groBe und kleine Kernabstdnde erfa3t. Der hier vor-
geschlagene Ansatz erlaubt somit eine bisher noch nicht verwendete grofle Anzahl
von Informationen iiber die Energiehyperfidchen zu beriicksichtigen. Der Einbau
der & (K) bedeutet, dafl die so justierte Energiefunktion & fir alle Grenzfille
B; -0 und R; — oo die richtigen Werte liefert. Sollte kein stabiles System aus
N Atomen existieren, so sind zusammen mit den GréBen E und e nach (26) und
(30) schon eine groBe Anzahl von Forderungen an & zu erhalten, die zum Studium
der Stofvorginge im System von Nutzen sein konnen, indem auf diese Weise
Naherungen fiir die AbstoBungskurven erhalten werden. Auch eine Abschitzung
der adiabatischen Aktivierungsenergie (Potentialberg) ist auf diesem Wege
moglich.

Die GréBien E und e kénnen (soweit schon berechnet) der Theorie entnommen
werden. Dabei werden die B aus dem Verfahren des vereinigten Atoms erhalten
[1], [5], wihrend die e bei der Storungsrechnung der getrennten Atome auftreten.

Es ist wichtig darauf hinzuweisen, daB beim Ubergang eines Kernabstandes
nach Null, also beim Ubergang N — N — 1, in jedem Falle die schon beim An-
satz fiir N — 1 erhaltenen Relationen zwischen den & und &’ und den Justierungs-
groBen verwendet werden kénnen. Es sind also fiir N -- 1 nicht wieder von vorn
alle Relationen zwischen « und «' und diesen GroBen zu berechnen, wenn der Fall
mit N Zentren (Atomen) schon behandelt wurde. Nur fiir die « und &', die beim
Ubergang N — N + 1 neu auftreten, sind neue Gleichungen aufzustellen. Es
liegt, hier somit ein gewisses Baukastenprinzip vor, nach welchen die & und &' be-
stimmt werden.

SchlieBlich sei noch auf Verwendungsmoglichkeiten hingewiesen, die sich bei
Anwendung der theoretischen Verfahren (SCF-LCAO; CI; SCF-LCGO [3];
KGO [4]) anbieten. Bekanntlich steigt der Rechenaufwand betrichtlich, wenn
nach diesen Methoden die Energiewerte fiir eine grofie Anzahl von Kernkon-
stellationen berechnet werden. Hier wére daran zu denken, nur einige &-Werte
zu bestimmen und diese zur Justierung der o und «' heranzuziehen, was ebenfalls
zu linearen Gleichungen fiir die & und o' fithrt. Daneben konnten einige & und
«' noch mit Hilfe der hier angegebenen Méglichkeiten berechnet werden. Mit dem
Ansatz (9) ist zu hoffen, dafl auch die Schwingungen und Rotationen von Sy-
stemen mit mehr als zwei Atomen der wellenmechanischen Behandlung zu-
ginglicher werden. Da bei der Bestimmung von « und & sehr wenig spektro-
skopisches Material Verwendung gefunden hat, ist damit eine weitere Verbin-
dung zwischen den konventionellen Verfahren der Quantenchemie und der Molekiil-
spektroskopie angedeutet, die besonders fiir N > 2 wirkungsvoll werden kénnte.
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Die ausfiihrliche Behandlung dieser Fragen soll in den Fortsetzungen dieser
Arbeit durchgefithrt werden. Im folgenden Teil ITII wird zuerst der Fall dreier
Atome behandelt.

Herrn Professor S. BroprrseN (Universitdt Arhus) danke ich herzlich fiir Diskussionen
und wertvolle Hinweise anliBlich meines Aufenthaltes in Dédnemark,

Dem VERBAND DER CHEMISCHEN INDUSTRIE méchte ich an dieser Stelle fiir die
Bereitstellung von Mitteln fiir die wissenschaftlichen Untersuchungen meinen Dank sagen.
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